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Аннотация. В сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается аб-
страктное линейное параболическое уравнение с периодическим условием на
решение. Данная задача решается приближенно проекционно-разностным ме-
тодом с использованием по времени неявной схемы Эйлера. По пространству
дискретизация задачи проводится методом Галеркина. Получены эффективные
по времени и по пространству оценки в сильных нормах погрешности прибли-
женных решений, из которых следует сходимость приближенных решений к точ-
ному, а также порядки скорости сходимости, зависящие от гладкости точного
решения.
Ключевые слова: гильбертово пространство; параболическое уравнение; гладкая
разрешимость; периодическое условие; неявная схема Эйлера

Введение

В настоящей работе решение параболического уравнения с периодическим условием
на решение находится полностью дискретным проекционно-разностным методом с ис-
пользованием метода Галеркина по пространству и неявной схемы Эйлера по времени.
Заметим, что энергетические оценки погрешности данного метода в условиях слабой
разрешимости задачи были установлены в работе [1]. В настоящей работе представле-
ны оценки в сильных нормах погрешности приближенного решения при более жестких
ограничениях в предположениях гладкой разрешимости исходной задачи.

Отметим, что в случае, когда параболическое уравнение рассматривается с началь-
ным условием (задача Коши), оценки в сильных нормах погрешности для проекционно-
разностного метода с неявной схемой Эйлера по времени установлены в работе [2].
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1. Основные понятия

Пусть даны вложенные сепарабельные гильбертовы пространства V ⊂ H ⊂ V ′, где
пространство V ′ – двойственное к V, а пространство H отождествляется со своим
двойственным. Оба вложения плотны и непрерывны. Рассмотрим полуторалинейную
по u, v ∈ V форму a(u, v). Пусть для u, v ∈ V

|a(u, v)| ≤ µ∥u∥V ∥v∥V , Re a(u, u) ≥ α∥u∥2V , (1)

где α > 0. Форма a(u, v) порождает линейный ограниченный оператор A : V → V ′,

такой, что (Au, v) = a(u, v), где выражение типа (z, v) есть значение функционала
z ∈ V ′ на элементе v∈V. Если z∈H, то (z, v) – скалярное произведение в H [3, гл. 2].

Для нормированного пространства X далее будем обозначать через C([0, T ], X)

пространство непрерывных функций, действующих на отрезке [0, T ], со значениями в
пространстве X ; через Lp(0, T ;X) – пространство измеримых на отрезке [0, T ] функ-
ций со значениями в X, суммируемых с p -й степенью по норме пространства X.

Рассмотрим в V ′ на [0, T ] параболическую задачу:

u′(t) + Au(t) = f(t), u(0) = u(T ). (2)

Здесь и далее производные функций понимаются в обобщенном смысле. В [4, с. 289] по-
казано, что для заданного f ∈ L2(0, T ;V

′) существует (и притом единственное) решение
u ∈ L2(0, T ;V )

∩
C([0, T ], H), u′ ∈ L2(0, T ;V

′) задачи (2).
Далее будем считать, что выполнены условия гладкой разрешимости, то есть спра-

ведлива следующая теорема [5].

Теорема 1. Пусть вложение V ⊂ H компактно, а форма a(u, v) удовлетворяет
требованиям (1). Пусть функция t → f(t) ∈ V ′ дифференцируема, f ′ ∈ L2(0, T ;V

′),

и выполняется равенство f(0) = f(T ). Тогда решение задачи (2) будет таким, что
u′ ∈ L2(0, T ;V )

∩
C([0, T ], H), u′′ ∈ L2(0, T ;V

′).

Пусть Vh, где h – положительный параметр, есть конечномерное подпространство
пространства V. Определим пространство V ′

h, задав на элементах uh ∈ Vh двой-
ственную норму ∥uh∥V ′

h
= sup |(uh, vh)|, где точная верхняя граница берется по всем

vh ∈ Vh, ∥vh∥V = 1. Отметим, что ∥uh∥V ′
h
≤ ∥uh∥V ′ .

Пусть Ph – ортопроектор в пространстве H на Vh. Как замечено в [6], оператор
Ph допускает расширение по непрерывности до Ph : V ′ → V ′

h, причем для u ∈ V ′

справедливо ∥Phu∥V ′
h
≤ ∥u∥V ′ .

Для построения приближенных решений возьмем равномерное разбиение 0 = t0 <

t1 < t2 < . . . < tN = T отрезка [0, T ], где N ∈ N. В подпространстве Vh ⊂ V рассмот-
рим периодическую разностную задачу: для k = 1, N

(uh
k − uh

k−1)τ
−1 + PhAu

h
k = Phf(tk), uh

0 = uh
N , (3)

где τN = T, tk = kτ.
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Таким образом, процесс нахождения приближенного решения задачи (2) сводится
к нахождению решения конечной линейной алгебраической системы уравнений (3), од-
нозначная разрешимость которой установлена в [1].

Далее будем предполагать, что форма a(u, v) является симметричной, то есть
a(u, v) = a(v, u), где черта над комплексным числом означает переход к сопряженному
числу.

Определим гильбертово пространство

V (A) = {u, v ∈ V |(u, v)V (A) = a(u, v)}.

Из (1) следует, что нормы в пространствах V и V (A) эквивалентны, то есть

α1/2∥u∥V ≤ ∥u∥V (A) ≤ µ1/2∥u∥V (u ∈ V ).

Лемма 1. Для u ∈ V справедлива оценка

∥[I −Qh(A)]u∥V ≤ α−1/2∥[I −Qh(A)]u∥V (A) ≤ α−1/2µ1/2∥(I −Qh)u∥V ,

где Qh(A) – ортопроектор в V (A) на Vh, а Qh – ортопроектор в V на Vh.

2. Основные результаты

Теорема 2. Пусть для задачи (2) выполнены условия теоремы 1 и форма a(u, v)

симметрична. Пусть u(t) – решение задачи (2), обладающее дополнительной гладко-
стью u′′ ∈ Lp(0, T ;H), где 1 ≤ p ≤ 2, а (uh

0 , u
h
1 , . . . , u

h
N) – решение задачи (3). Тогда

справедлива оценка погрешности

max
0≤k≤N

∥u(tk)− uh
k∥2V +

N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
∫ tk

tk−1

u′(t) dt−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥∥
2

H

τ+

N∑
k=1

∥∥∥∥u′(tk)−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥2

H

τ ≤ C

{
τ 3−2/p

(∫ T

0

∥u′′(t)∥pH dt

)2/p

+

∫ T

0

∥[I −Qh(A)]u
′(t)∥2H dt+ max

0≤t≤T
∥(I −Qh)u(t)∥2V

}
. (4)

Сходимость погрешности приближенных решений к нулю естественным образом сле-
дует из оценки (4). Предположим для этого, что задана предельно плотная в V при
h → 0 последовательность подпространств {Vh}. Это означает, что ∥(I −Qh)v∥V → 0

при h → 0 для любого v ∈ V. Тогда при τ → 0 и h → 0

max
0≤k≤N

∥u(tk)− uh
k∥2V +

N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
∫ tk

tk−1

u′(t) dt−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥∥
2

H

τ+

N∑
k=1

∥∥∥∥u′(tk)−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥2

H

τ → 0.
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В случае, когда известна числовая характеристика предельной плотности последо-
вательности подпространств {Vh}, оценка (4) позволяет получить скорость сходимо-
сти и по пространственным переменным. Для этого введем в рассмотрение множество
D(A) = {u ∈ V : Au ∈ H}. Пусть существует гильбертово пространство E такое, что
D(A) ⊂ E ⊂ V и выполняется типичная для эллиптических операторов оценка

∥v∥E ≤ δ∥Av∥H (v ∈ D(A)), (5)

где δ ≥ 0. Например, если параболическое уравнение в области Ω определено рав-
номерно эллиптическим дифференциальным оператором второго порядка и краевым

условием Дирихле, то рассмотрим пространства: H = L2(Ω), V =
◦

W 1
2 (Ω), V ′ = W−1

2 (Ω),

E = W 2
2 (Ω)

∩ ◦
W 1

2 (Ω) [4, с. 275]. Если же на границе области Ω задается условие
Неймана, то пространства следующие: H = L2(Ω), V = W 1

2 (Ω), E = W 2
2 (Ω) [4, с. 276].

Пусть подпространства Vh обладают следующим аппроксимационным свойством,
типичным для подпространств типа конечных элементов (напр., [7, с. 143-144])

∥(I −Qh)v∥V ≤ rh∥v∥E (v ∈ E), (6)

где константа r > 0 не зависит от v и h.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Пусть также выполнено
условие (5) и решение u(t) задачи (2) такое, что u ∈ C([0, T ], E). Пусть подпро-
странства Vh обладают свойством (6). Тогда справедлива оценка

max
0≤k≤N

∥u(tk)− uh
k∥2V +

N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
∫ tk

tk−1

u′(t) dt−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥∥
2

H

τ+

N∑
k=1

∥∥∥∥u′(tk)−
uh
k − uh

k−1

τ

∥∥∥∥2

H

τ ≤ C

{
τ 3−2/p

(∫ T

0

∥u′′(t)∥pH dt

)2/p

+

h2

(∫ T

0

∥u′(t)∥2V dt+ max
0≤t≤T

∥u(t)∥2E
)}

.
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Abstract. A smooth soluble abstract linear parabolic equation with the periodic
condition on the solution is treated in a separable Hilbert space. This problem is
solved approximately by a projection-difference method using the Galerkin method
in space and the implicit Euler scheme in time. Effective both in time and in space
strong-norm error estimates for approximate solutions, which imply convergence of
approximate solutions to the exact solution and order of convergence rate depending
of the smoothness of the exact solution, are obtained.
Keywords: Hilbert space; parabolic equation; smooth solvability; periodic condition;
implicit Euler method
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